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ZADANIE

Obliczy¢ przemieszczenie pionowe (ugigcie) w punkcie C oraz kat obrotu przekroju w punkcie D
belki, ktorej schemat statyczny i obcigzenie przedstawiono na Rys.l. Zastosowa¢ réwnanie prac
wirtualnych (catkowanie wykona¢ analitycznie i metoda Mohra-Wereszczagina) oraz réwnanie
rozniczkowe linii ugiecia.

Rys.1. Schemat konstrukcji

ROZWIAZANIE

1. Przemieszczenie pionowe w punkcie C

1.1. Réwnanie prac wirtualnych

Roéownanie prac wirtualnych shuzace do wyznaczenia dowolnego przemieszczenia punktu k
w pretowych uktadach zginanych (wzér Maxwella-Mohra), po pominigciu wplywu sit
poprzecznych i normalnych ma postac:

> P, = Z{%dm (1)

gdzie: O, —szukane przemieszczenie (liniowe lub katowe) punktu k, wywotane zadanym
obcigzeniem,

P —obcigzenie wirtualne — uogodlniona sita (sita lub moment skupiony) przylozona
w punkcie, w ktorym szukamy przemieszczenia (czyli w punkcie k), o kierunku
zgodnym z kierunkiem szukanego przemieszczenia,

M(x) — momenty zginajace wywotane zadanym obcigzeniem,

M(x) — momenty zginajace wywolane obcigzeniem wirtualnym P,

i —ilo$¢ przedziatow catkowania,

L; — dtugo$¢ przedziatu catkowania,

I — moment bezwladnos$ci przekroju poprzecznego preta,

E — modut Younga materiatu preta.

Calke z iloczynu dwoch funkcji wystepujaca w rownaniu (1) obliczymy dwiema metodami:
analitycznie oraz metoda Mohra-Wereszczagina.

Reakcje wigzéw oraz wykres momentow zginajacych M(x) wywotane zadanym obcigzeniem
przedstawione zostaty na Rys.2.

Szukamy przemieszczenia pionowego punktu C — odpowiednim obcigzeniem wirtualnym w tym
przypadku jest pionowa sita (przyjmujemy P = 1) przytozona w punkcie C. Reakcje wiezow oraz
wykres momentdéw zginajacych M(x) wywolany tym obcigzeniem przedstawione zostaty na Rys.3.
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Rys.3. Obcigzenie wirtualne, reakcje wigzow oraz wykres momentow zginajacych
wywotane tym obcigzeniem

Calkowanie analityczne:

= El 2
L
1 1 L q 2>, qL
+ — | [—=x+ = || —Lx+ Lx|dx =
EI{ 2" 2)( 2" 2x)x
2
L
1 q 3, qL > 1| q 3 qL >, qL
=— | |-%x+ =x"|de+ — ||+ x — + —x|dx =
EI! R b EI{4X S
1 : 12 L il
— 119 4,4 3E+_i4_q_ 3, 4 2| —
EI[ 167 12’C]0 EI[16X 6 8x]§
_ | gL\, (L), g+ als, gl g L), gL(L) _gl’[L]|_
EIl 16\2)  12\2] " 16 6 8 16\ 2 6\2 8 |2
5 gL'
384 EI
Catkowanie metoda Mohra-Wereszczagina:
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1.2. Rézniczkowe réwnanie linii ugiecia

Rézniczkowe rownanie linii ugiecia osi belki zginanej poprzecznie okreslone jest zaleznoscia:
El-w''(x)=—M (x), 2)

gdzie: w(x) — funkcja opisujaca lini¢ ugigcia osi belki,
M(x) — funkcja momentdéw zginajacych wywotana zadanym obcigzeniem.

Rys.4. Linia ugigcia osi belki

W rozpatrywanym przypadku:

Mix)=—Lxe L, 3)
stad réwnanie rozniczkowe linii ugi¢cia ma postac:
EI-W”(x):%xz—%x. 4)
Po scalkowaniu rownania (4) otrzymujemy:
EI-W'(x)=%x3—qTLx2+ C, (5)

przy czym w'(x) jest funkcja katéw obrotow przekrojow belki. Catkujemy ponownie
1 otrzymujemy rownanie linii ugigcia belki:

El~w(x)=%x4—%x3+ Cx+ D. (6)

State calkowania C i D wyznaczymy z warunkow brzegowych. Dla rozpatrywanego schematu
podparcia belki warunki brzegowe s3 nastepujace:

w(0)=0, (7)
w(L)=0. (8)
Z pierwszego warunku brzegowego otrzymujemy:
D=0, ©)
z drugiego:
Ero=4 1~ 9Ly crvo,
24 12
a zatem:
L3
c=92 (10)
24
Po podstawieniu statych catkowania otrzymujemy:
_q 4 gL 5, gL’ 11
EI- =Lyt -T2y I (11)
wla)= gt =g g

a wigc linia ugiecia belki ostatecznie opisana jest rOwnaniem:
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Ugigcie belki w punkcie C, czyli w polowie rozpigtosci (x = é) WYnosi:

L 1q(£)4_@(£)3+q_ﬁ£

ol

Przemieszczenie pionowe punktu C jest oczywiscie w tym przypadku maksymalnym ugigciem

_ 5 gL'

2412 1212 24 2| 384 EI

belki, czyli tzw. strzatka ugiecia belki.
2. Obrot przekroju w punkcie D
2.1. Rownanie prac wirtualnych

Odpowiednim obcigzeniem wirtualnym w tym przypadku jest moment skupiony przytozony
w punkcie D (przyjmujemy M =1). Reakcje wiezéw oraz wykres momentéw zginajacych
wywotlane tym obcigzeniem przedstawione zostaly na Rys.6.

Rys.6. Obcigzenie wirtualne, reakcje wigzow oraz wykres momentoéw zginajacych

wywotane obcigzeniem wirtualnym

Calkowanie analityczne:

Yo = Zl: { 7M(x;?1(x)dx =
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Catkowanie metoda Mohra-Wereszczagina:

—J EI
2
q-EL
_ 13,323 .. 2 \4 ) 3,13/,
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LZ
1 112023 ., q'(Z)Lll g’
¢ |LiL2 Dty 2\ L 1L = —0,028659= .
El |24 4332 8 424 El

2.2. Rozniczkowe rownanie linii ugiecia

Wykorzystamy wyznaczong wczesniej funkcje katow obrotu przekrojow belki (5), ktora po

podstawieniu statej catkowania C (10) wyglada tak:

3
wix)= AL - gl 2y 4L
EI\6 4 24
Obrét przekroju w punkcie D (x = %L) Wynosi:
3 1 (g3 } qL |3 ? gL’ gL’
=w'\=L|=—%[5L| —+|5L| + == |=-0,02865"=.
Yo W(4 EI64) 4(4) 24 El
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