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ZADANIE

Obliczy¢ przemieszczenie catkowite wezla D oraz przemieszczenie pionowe wezta B ukladu, ktérego
schemat statyczny i obcigzenie przedstawiono na Rys.1. Zastosowa¢ metode prac wirtualnych,
w obliczeniach uwzgledni¢ wplyw momentow zginajacych, sil poprzecznych i normalnych. Przyja¢
wstepnie przekroje pretow z profili dwuteowych (IN, IPE, HEB, HEA), tak aby pod dziataniem zadanego
obciazenia powstate w pretach naprgzenia normalne spetniaty warunek o < 200MPa.
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Rys.1. Schemat konstrukcji

ROZWIAZANIE

1. Wstep

Zanim zaczniemy stosowne obliczenia przyjrzyjmy si¢ konstrukcji. Przedstawiony na Rys.1 uktad
sktada si¢ z belki AB, ramy EFG oraz kratownicy BDE. Jest to wigec uklad mieszany, ztozony
z pretow zginanych (belka 1 rama) oraz prgtow pracujacych osiowo (kratownica). Analiza
geometrycznej niezmiennos$ci 1 statycznej wyznaczalnosci:
1) Warunek konieczny geometrycznej niezmiennos$ci:
n=0,
gdzie:
n=w-3-t,
przy czym: w — liczba wigzdw,
t — liczba tarcz sztywnych w uktadzie.
W rozpatrywanym przyktadzie kratownica BDE jest kratownicg o strukturze prostej, mozna ja
wigc zastapi€ jedng tarczg zastgpcza, oprocz tego wystepuja tarcze AB 1 EFG (Rys.2), stad:

t=3.
Liczba wiezow (trzy przeguby: B, E, G 1 utwierdzenie w punkcie A):
w=3-2+3=9,
zatem:
n=9-3-3=0,
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2)

3)

warunek konieczny geometrycznej niezmiennos$ci jest spetniony, liczba wigzéw w ukladzie
moze zapewni¢ konstrukcji geometryczng niezmiennos¢ (ale nie must).

Warunek dostateczny geometrycznej niezmiennosci, czyli analiza rozmieszczenia wi¢zOw.
Tarcza AB jest utwierdzona w punkcie A, jest wigc geometrycznie niezmienna i moze stanowic
podtoze zastepcze. Tarcze BDE i EFG tworza uktad trojprzegubowy, oparty z jednej strony na
geometrycznie niezmiennej tarczy AB, z drugiej na podlozu; przeguby B, E i G nie leza na
jednej prostej. Warunek dostateczny jest spelniony, rozmieszczenie wigzow zapewnia uktadowi
geometryczng niezmiennosc.

Okreslenie statycznej wyznaczalno$ci: uklad jest statycznie wyznaczalny, jesli n = 0 (czyli
w =3 - f), statycznie niewyznaczalny, jesli n > 0 (czyli w > 3 - ). U nas n = 0, zatem uklad jest
statycznie wyznaczalny.

Rys.2. Schemat konstrukceji — uktad tarcz sztywnych

Uklad obcigzony jest sitami zewne¢trznymi — w takim przypadku réwnanie prac wirtualnych

stuzgce do wyznaczenia dowolnego przemieszczenia punktu k£ ma postac:

ZP-&,{:Z{

MM TT NN
Foui dx + Z{a.xdx+ Z{de, (1)

dzie: O, — szukane przemieszczenie punktu k£, wywolane zadanym obciazeniem
k ) y D

P —obcigzenie wirtualne — uogdlniona sita (sita lub moment skupiony) przylozona
w punkcie, w ktérym szukamy przemieszczenia (czyli w punkcie k), o kierunku
zgodnym z kierunkiem szukanego przemieszczenia,

M, T, N — sity wewnetrzne wywotane zadanym obcigzeniem,

M, T, N — sity wewnetrzne wywotane obcigzeniem wirtualnym P,

I, A — moment bezwtadnosci oraz pole powierzchni przekroju poprzecznego preta,

E — modul Younga materiatlu preta,

G — modut Kirchhoffa materiatu preta,

x — wspotczynnik $cinania, zalezny od ksztattu przekroju poprzecznego preta.

Do obliczenia catek wystepujacych w rdwnaniu (1) zastosujemy metod¢ Mohra-Wereszczagina.
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2. Reakcje wiezow oraz wykresy sil wewnetrznych wywolane zadanym obcigzeniem
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Rys.3. Reakcje wigzow wywotane zadanym obcigzeniem
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Rys.4. Wykres momentdéw zginajacych wywotanych zadanym obcigzeniem
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Rys.5. Wykres sit poprzecznych wywotanych zadanym obcigzeniem
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Rys.6. Wykres sit normalnych wywotanych zadanym obcigzeniem

3. Projektowanie przekrojow

3.1. Prety zginane

Naprezenia normalne w pretach ramy:

o=—,
w
powinny spetnia¢ warunek:
O =< Oyop>
przy czym:
O 4oy = 200MPa = 20 N
cm
Potrzebny wskaznik wytrzymatosci przekroju:
M

max
= .
potrz (0 dop

w
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Maksymalny moment zginajacy dla pierwszej grupy pretow:

M, .. = 60kN-m = 6000kN-cm,
stad:
6000
Wpotrz = T’

3
Woor, = 300cm™.

Przyjeto 1240 o wskazniku wytrzymatoéci w = 354cm’. Pozostate dane przekroju:

g1=238,7 mm,

t1=13,1 mm,
h1 =240 mm,
1, = 4250 cm®,
A1 =46,1 cm”.

Maksymalny moment zginajacy dla drugiej grupy pretow:
M. =318kN-m =31800kN-cm,
stad:
31800
Wpotrz = 2—09

Woowr = 1590cm’.

Przyjeto I 450 o wskazniku wytrzymatoéci w = 2040cm’. Pozostate dane przekroju:
g =16,2 mm,
t = 24,3 mm,
h, =450 mm,
I, = 45850 cm®,
Ao =147 cm?.

3.2. Prety kratownicy
Przyjeto przekroj 1240.
3.3. Wartosci parametrow EI, EA, GA oraz k

Obliczmy wystepujace w rownaniu (1) wyrazenia okreslajace: sztywno$¢ zginania EI, sztywnos¢
osiowa FEA, sztywno$¢ S$cinania GA oraz wspotczynnik x dla poszczegdlnych grup pretow
konstrukcji. Przyjmujemy modut Younga E =205 GPa, wspolczynnik Poissona v = 0,3, modut
Kirchhoffa:

E _ 205
2(1+v)  2(1+0.3)

G = = 78,85 GPa.

Wobec tego:
EI, =205-10°- 4250-10 * = 8712,5kN-m”’,
EI, =205-10°- 45850-10 * = 93992,5kN -m°,

GA, = 78,85-10° - 46,110 * = 363498,5kN,
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GA, = 78,85-10°-147-10 * = 1159095kN,
EA, =205-10°- 46,1-10* = 945050 kN,

EA,=205-10°- 147-10* = 3013500 kN,

A
K, = ! = 46’1 = 2,478,
A (24-12-1,31)-0,87
A
K, 2= 147 = 2,261.

T4, (45-2243)1,62

4. Przemieszczenie calkowite wezla D

Poniewaz nie znamy kierunku wektora przemieszczenia wezta D, obliczymy jego sktadowe
(pionowa vp 1 poziomg /p), a szukane przemieszczenie — jako sume wektorowg tych sktadowych.

4.1. Skladowa pionowa

Odpowiednim obcigzeniem wirtualnym w tym przypadku jest pionowa sita (przyjmujemy P = 1)
przylozona w punkcie D (Rys.7). Reakcje wigzow wywolane tym obcigzeniem przedstawione
zostaly na Rys.8, sity wewnetrzne — na Rys.9, Rys.10 oraz Rys.11.

Rys.7. Obcigzenie wirtualne

Pierwszy skladnik prawej strony rownania (1) (wplyw momentdw zginajacych na

przemieszczenie):
(M) _ MM , _
12 —ZJ; Foii dx =
1 1 2 2 447 1 1 2 1 1 2
=—.|=4.2.2.60 — =. 4=2 4+ —3.2.2.60|+ — -] =-6-9-2.318| =
EI, |2 3 3 8 2t 3 l+E12l2 3 ]

_ 2587 5724 _ 2587 5724
EI, ~ EI, 87125 939925

=0,02969 + 0,06090 = 0,09059 m.
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Rys.9. Wykres momentow zginajacych wywolanych obcigzeniem wirtualnym

9,0 m

0,6667
—

Rys.8. Reakcje wigzow wywotane obcigzeniem wirtualnym

2,0

M

2,0

)

[m]
9,0

www.ikb.poznan.pl/anita.kaczor

2018/19



Politechnika Poznanska, WBIIS, Zakiad Mechaniki Budowli 8
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Rys.10. Wykres sit poprzecznych wywotanych obcigzeniem wirtualnym
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Rys.11. Wykres sit normalnych wywotanych obcigzeniem wirtualnym

Drugi sktadnik prawej strony rownania (1) (wptyw sit poprzecznych):

vg) = ZIZ—Z-de =

K, 1 K,
=51 10,542(23 + 7)+ (—0,6667)-3(=20) |+ —2-[1,5:6:53] =
GAI 2 2 ( ) ( b ) ( ) GA2 [ > ]

70 477 70 477
=00 ke 2L =0 o478 2T 9061=
GA, "7 Ga, "7 3634985 1159095

=0,0004772 + 0,0009305 = 0,001408 m.

Trzeci sktadnik prawej strony rownania (1) (wptyw sit normalnych):

NN
V(DN):ZJ‘ﬂdX:

www.ikb.poznan.pl/anita.kaczor 2018/19



Politechnika Poznanska, WBIIS, Zakiad Mechaniki Budowli 9

= [(0,6667)-4:(~20)+ (=0,5)-3:(~23)+ (~1):3(=38)2 + 0,8333-5-25 +
1

+(~0.8333):5:(~25)] + ——[(~0.6667)-6-(~20)] =

2

5242 80,0 5242 0.0
=1 YRl Yol ~__ =0,0005547 + 0,00002655 = 0,0005813 m.
EA,  EA, 945050 3013500 ’ , m

Przemieszczenie pionowe punktu D wynosi zatem:
vy = v+ W+ v =0,09059 + 0,001408 + 0,0005813 = 0,09258 m.
Punkt D pod wptywem zadanego obcigzenia przemiesci si¢ pionowo w dot o 9,258 cm.

4.2. Skladowa pozioma

Odpowiednim obcigzeniem wirtualnym w tym przypadku jest pozioma sita (przyjmujemy P = 1)
przylozona w punkcie D (Rys.12). Reakcje wiezéw wywotane tym obcigzeniem przedstawione
zostaty na Rys.13, sily wewnetrzne — na Rys. 14, Rys.15 oraz Rys.16.

Rys.12. Obciazenie wirtualne

Pierwszy skladnik prawej strony rownania (1) (wplyw momentow zginajacych):

MM
hngz{ o=

1 1 2 2 4-4* 1 1 2 1 1 2
=—|=4-1,52.60 — =- 4-=15+ —315260 |+ — - | =6-2,25-2.318]| =
El, lz 3 3 8 2 3 ] El, lz 3 l

\S)

194 1431 _ 194 1431
_ 154, - ¥ = 0,02227 + 0,01522 = 0,03749m.
EI, " EI, 87125 939925 ’ R

Drugi sktadnik prawej strony rownania (1) (wptyw sit poprzecznych):
(r) _ TT _
hD = z { G_A.K dx =

= Kl . . .l. fa— . o — Kz . <O =
= Ga 0,375-4 3 (23+ 7)+ (—0,5)-3:(=20) | + GA, [0,375-6-53 ]
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o525 1193 525 .0 1193
GA, '" G4, "* 3634985 1159095
= 0,0003579 + 0,0002326 = 0,0005905 m.

2,261 =

Rys.13. Reakcje wiezo6w wywolane obcigzeniem wirtualnym
i mm\
1,5
[m]

Rys.14. Wykres momentéw zginajacych wywotanych obciazeniem wirtualnym

www.ikb.poznan.pl/anita.kaczor 2018/19



Politechnika Poznanska, WBIIS, Zaktad Mechaniki Budowli 11
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Rys.15. Wykres sit poprzecznych wywotanych obcigzeniem wirtualnym
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Rys.16. Wykres sit normalnych wywotanych obcigzeniem wirtualnym

0,5

Trzeci sktadnik prawej strony rownania (1) (wptyw sit normalnych):

NN
thEZ{ =

1
EA,

[(—0,5)-4-(—20) + (—0,375)-3-(—23) + (—0,75)-3(—38)-2 + 0,625-5-25 +

1
0,625-5-(—25
+ 06255251+ o

-10,5-6-(—20)] =

2

- 2369 60 _ 2369 60 _ 0,0002507 — 0,00001991 = 0,0002308 m.

EA, EA, 945050 3013500
Przemieszczenie poziome punktu D wynosi zatem:

hy =K+ WD+ 5V =0,03749 + 0,0005905 + 0,0002308 = 0,03831 m.

Punkt D pod wplywem zadanego obcigzenia przemiesci si¢ poziomo w prawo o 3,831 cm.
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4.3. Przemieszczenie calkowite

Przemieszczenie punktu D (jak kazde przemieszczenie) jest wielkoscia wektorowa, do jego
jednoznacznego opisu potrzebujemy zatem: warto$¢, kierunek oraz zwrot.
Warto$¢ przemieszczenia punktu D:

5, =\v2 + b =10,09258%+ 0,03831> = 0,1002 m.

Kierunek (kat nachylenia prostej, na ktorej znajduje si¢ wektor):

Vo 0,09258

tga = -2 = L2205 415

B = T 003831
a=67,52°.

Punkt D pod wpltywem zadanego obcigzenia przemiesci si¢ o0 10,02 em w dot wzdhuz prostej
nachylonej do poziomu pod katem 67,52° (Rys.17).

Rys.17. Wektor przemieszczenia catkowitego punktu D

W praktyce przy obliczaniu przemieszczen w ukladach zginanych pomija si¢ wplyw sit
poprzecznych 1 normalnych. Przy takim zalozeniu rozwigzanie zadania wygladaloby nastgpujaco:
* wplyw momentow zginajacych na przemieszczenie — jak poprzednio, czyli:
v =0,09059m,
M) =0,03749m,
* wplyw sil normalnych — uwzgledniamy tylko kratownice:

NN
ng)ZZf 7 dx =

- ﬁ [(=1):3:(~38)-2 + 0,8333-5-25 + (—0,8333)5:(—25)] =
1
4363 _ 4363
=063 4303 _ 550461
EA, 945050 7m,
(N) _ NN _
' = Z£—EA dx =
- Ez [(~0,75)-3-(~38)2 + 0,625:5-25 + 0,6255-(—25)] =
1
171 _ 171
= = = 1
EA 945050 _ »0001809m,
* przemieszczenie pionowe punktu D:

(M)

vy, = v IV =0.09059 + 0,0004617 = 0,09105m,

* przemieszczenie poziome punktu D:
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hy=H¥ 4+ B =0,03749 + 0,0001809 = 0,03767m,

* warto$¢ przemieszczenia punktu D:

8, = Vv + i =1+0,09105>+ 0,03767> = 0,09853m,

* kierunek (kat nachylenia prostej, na ktdorej znajduje si¢ wektor):

vy 0,00105
tga = -2 = 22095 _ 5 417
= T 0.m3767
a =67,52°,

* punkt D pod wplywem zadanego obcigzenia przemiesci si¢ 0 9,853 ecm w dot wzdhz
prostej nachylonej do poziomu pod katem 67,52° (Rys.17),
* roznica, a wiec wplyw sil poprzecznych i normalnych z cz¢sci zginanej uktadu wynosi:

Ao, = 0,1002 — 0,09853 = 0,00167m,

v _ 0,00167
- - 100% = 1 0
Ady =00y 100% = 1.667%,

co potwierdza, ze wptyw sil poprzecznych i normalnych na przemieszczenia w ukladach
zginanych jest pomijalnie maty.

5. Przemieszczenie pionowe wezla B

Odpowiednie obcigzenie wirtualne zostalo przedstawione na Rys.18. Reakcje wiezow (niezerowe)
—na Rys. 19, sity wewnetrzne — na Rys.20 oraz Rys.21, sity normalne sg w tym przypadku zerowe.

Rys.18. Obciazenie wirtualne
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Rys.19. Reakcje wigzéw wywolane obcigzeniem wirtualnym

)

[m]

6,0

Rys.20. Wykres momentdéw zginajacych wywotanych obcigzeniem wirtualnym
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®

Rys.21. Wykres sil poprzecznych wywotanych obcigzeniem wirtualnym
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Pierwszy skladnik prawej strony rownania (1) (wplyw momentow zginajacych):

(M) _ MM dy = 1 1-6-6-2 318 _ 3816 _ 3816 — 0,04060
V=2 ) e YT EL 2773 EI, 939925 -
Drugi sktadnik prawej strony rownania (1) (wptyw sit poprzecznych):
318 52,5

L e ix = 1653 =925 5478 =0.002168 m.
ZI ' GA 4 1= G127 3634085 > : m

Trzeci sktadnik prawej strony rownania (1) (wptyw sit normalnych):
f —dx =
Przemieszczenie pionowe punktu B wynosi zatem.
vy = v+ W vV = 0.04060 + 0,002168 + 0 = 0,04277 m.

Punkt B pod wptywem zadanego obcigzenia przemiesci si¢ pionowo w dét o 4,277 cm.
Procentowy udziat wplywu sit poprzecznych na warto$¢ przemieszczenia:

L% 0,002168
B 0,04060

W tym przypadku wplyw sit poprzecznych jest wigkszy, wciaz jednak pomijalnie maty.

-100% = 5,340%.
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