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Wyznaczy¢ czgstosci drgan wlasnych oraz amplitudy drgan wymuszonych dla nast¢pujacej belki:

Po.cospt
Dane:
o ElI=10" Nm*
-~ B m =500 kg
] 4 Wf 5 ] Py= 18000 N
# 7 # p =30 Hz = 3021w = 188,496 rad/s

1. Sformulowanie przez wspélczynniki macierzy sztywnosci.

a) drgania wlasne

/i & Stopien swobody dynamicznej SSD = 2
m, Jm
77777 L q1
s R o Re Uktad podstawowy metody przemieszczen.
A A Stopien geometrycznej niewyznaczalnosci (blokujemy
7 wlff rowniez wszystkie stopnie swobody dynamicznej):
VR SGN =3
PR //jljz ObciaZenie:
A Y dnge = osiadania” dodanych wigzéw: g1, ¢», g3
e W%f » sily bezwtadnosci: B, =-mq, B,=-J,q,
| qr; G (sity bezwtadnosci sa sitami weztowymi

= w dynamice uktadéw dyskretnych brak
obciazenia przg¢stowego)
Uktad réwnan kanonicznych metody przemieszczen:

Mg +1249,+139;+ R p =0

R,
R, ";'21‘11"';22‘12"';'23‘13"'1?21’:0
R

ogo
U

3 191+ 14, + 13+ Ryp =0

Wyznaczenie wspétczynnikéw 7, ; R, :

q:=1,0
— B -
Woi=0 31,0 - -
T Pr=1/2 ! r11-1—2-(—1,5EI)%=0 - 1, =1L5El
Fan -(%1(%5); = 7y =—15EI
Yl A ~
s A\ W DWI: 0 7, =—1,5EI
e
CFHD="T7,
=-1,5El
. . FoHE2E) =0 S F=—15E
_ 32 E=E| 22 2
g2=1,0 A2 —a -
I ) / i ry, =2EI
e AR wlm ry, =EI
= 2E| ¢ 12 h
Fos_agl_ F - 1 ~
Gs=1.0 Q2 E 8 FA+QEIEN =0 = F,=-15E1
i W 3 / s : 2 :
i gl
- - 13 -
=0.75El = El 7, =0,75EI+2EI =2,75EI
stan P Ror i
VN o - “ .
/\RZP Rp-1-mg,-1=0  — R, =mgq,
7 W%R R2P=1mé2
f. R, =0
y-mas
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Poniewaz R,,=0, z trzeciego réwnania:

q:_[Wj o
33
stad:
~ ~ ~ +
"11Q1+’]2Q2_”13(V3IQI Pt
33
~ ~ ~ +
”21‘]1""’22512_”23[}’3&l rxﬂz +R,p
33
- T o~ -~
[”11_33"’31]%"'[”12 ~ rzszz"'R
33
- Py~ ~
[”21_~23'r31j%+[r22 ~ rzszz"'RzP
33
{kIIQI+k12q2+R1P=O )
ky1q,+kyq,+Ryp =0
{kn% +kinq, +mél =0
kzl‘]l"'kzz%"'[m‘-]-z:o
gdzie:
~ Fa o~ ~ T o~ - P o~
ky =h == Ty ky =k =1, == 15 kyy =1y, =21
I35 33 I3
Podstawiajac:
q; = A, cosat
g,=—A,0" cosax
otrzymujemy:

kA cosax+k, A, cos@t—mA @’ cosar=0
{kZIAl cos@r+k,, A, cosax—1I, A, " cosar=0
A, cosa)t(k“ -ma’ )—i—klez cosax=0
{kmAl cosar+A, cosa)t(k22 -1, @ )=0

{Al (k“—ma)z )’Fklez =0

3
ky A +A, (kzz _Imwz ):0

Nietrywialne rozwiazanie powyzszego réwnania:

det{k“ —me ki , |=0
k21 kzz_lmw

(-1,5E1)
2,75EI
EI
2,75EI
El

k,, =1,5EI- =0,6818EI

ky, =k, =—1,5EI— (-1,5EI)=-0,9545EI

ky, =2EI—

/ -EI=1,6364EI

il

0,6818-EI—ma’® —0,9545-E1
det 1 =0

—0,9545-E1 1,6364-EI—Em(02
>
podstawiajac =" £l
0,6818—4 —0,9545
detl 09545 1,6364—%/1 =0

Réwnania ruchu w zapisie
macierzowym:

Kq+Mq=0
gdzie:

K=|:kll k12:|
k21 k22

podstawiajac:
q=Acosat

q=—A®’ cosax

otrzymujemy:
KA-MA®* =0
(K-Mw*)A=0
rozwiazanie nietrywialne:
det K-Mo*)=0 = o

[0.6818 -09545 .
T 1-09545  1,6364
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Roéwnanie charakterystyczne:

%ﬂz —(1,6932)1+(0,2045)=0

Wartosci wlasne i czgstosci drgan wiasnych:

EI
A=01215 = o= " _49307%¢
m S

A EI rad

2,=201969 = ,= =635,56
S

m
Postacie drgan wiasnych.
I posta¢ drgan wlasnych:
=  podstawiajac @, :49,30ﬂ oraz A=1,0 do pierwszego lub drugiego réwnania uktadu réwnan (3)
s
otrzymujemy: A,=0,587
= zgodnie z zaleznoscia (1):

7 q, +T. Ty A +7n A - : :
q3=_(r31q1~r32q2J . A3=_(r3l S+ 2)=_( 1.5EI-10+EI-0,5870
s 275EI

j =0,3320
T33
II postaé drgan wlasnych:
=  podstawiajac o, :635,56ﬂ oraz A;=1,0 do pierwszego lub drugiego réwnania uktadu réwnan (3)
s
otrzymujemy: A,=-20,444
= normujemy tak, zeby A,,=1,0 (w tym przypadku dzielac przez A,):

A2:1,0; Al =ﬁ=—0,049

= zgodnie z zaleznoscia (1):

oo B0F e | (A aAy | (CLSED{(SO0489MELLO|_ 550,
Ty I3 2,75EI
postaé | ® [rad/s] A, A, A;
1 49,30 1,0000 | 0,5870 | 0,3320
I 635,56 -0,0489 | 1,0000 | -0,3903

I posta¢ drgan wlasnych

_— o~ :
e
~L_Ab
II postaé¢ drgan wlasnych
A|I
PSS - % {AI1|
&
W zapisie macierzowym:
Sprawdzenie ortogonalnosci postaci drgan: ATMAY 0
Al-Am+ALAT T, =0 gdzie:
500 Al A/ | | 10000

1,0-(—0,0489)-500+0,5870-1,0-6:0,0083z0 | Al 7] -0,0489

NE A" [0.5870
"1 A7 7] 1,0000
2 9
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b) drgania wymuszone:
¢ P(t)=Pocospt

Tap

stan P i -m@s | —y-JnGe Obciazenie:
s A Yop = osiadania” dodanych wigzéw: qi, 42, ¢3
F e = sily bezwladnosci: B, =-mg, B,=—J i,

vie * sila wymuszajaca P(?)

Ukltad réwnan kanonicznych metody przemieszczen:
M4 +12q, +113q; + Ry p =0

R,
R, ":21Q1+;'22Q2+;23%+R2P:0
R

ogo
U

3 1+ 14, 13+ Ryp =0

Wspétczynniki R, :
R,,-1-mg,-1+Pycospt-1=0 — R,, =mq,—P,cos pt
. 1 .
Ryp=1,4, :Em%
Ryp =0
Podobnie jak w analizie drgah wlasnych, z trzeciego réwnania wyznaczamy ¢, i po podstawieniu (1) do pozostatych

réwnan rownowagi otrzymujemy uktad réwnan (2):
{kn% +kj,q, +R,, =0

ky1q,+kyq,+Ryp =0 Roéwnania ruchu w zapisie
stad r6zniczkowe réwnania ruchu: macierzowyr'r.lz
k\1q, +ky,q, +mq, =P, cos pt Kq+Mq=P
1 .
kyq,+kynq, +qu2=0 gdzie:
Podstawiajac: K :[k“ ko }
q; = A, cos pt ky ko
g =—A. p> m 0 P(t
g; =—A;p~cospt M= . P= @
otrzymujemy: 0o 1, 0
k, A, cos pt+k,, A, cos pt—mA, p* cos pt= P, cos pt q—{qi } q—{ql }
1 9 - ..
k,, A, cos pt+k,, A, cos pt——mA, p* cos pt=0 e EE
12 podstawiajac:
k, A +k,A,—mA p* =P, q=Acos pt
1 q=—Ap°cos pt
ky Ay +ky Ay _EmAzpz =0 |:A1}
A= .
(kll_mpz)Al+k12A2=P0 A,
., _ otrzymujemy:
ky A ‘{kzz 12mp ]Az =0 KA—MAp2=P0
~1,0947-107 A, ~0,9545-107 A, =18000 P _{Po}
=
~0,9545-10" A, +1,4883107 A, =0 0
(K_MP2 )A_Po
Po rozwiazaniu otrzymujemy amplitudy drgan wymuszonych: Stad:
A, =-0,001054m A=(K-Mp*)'P,
A, =-0,000676rad

Zgodnie z réwnaniem (1):

[ Fa+7a, _ [mA+7A ) ((FLSET)-0,001054)+ EI-(-0,000676)
= = AT TR ) 275EI

= j =-0,000329 rad
33 33
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Obliczenie wartosci sit bezwladnosci dziatajacych na uktad:
B,=—m-q,=m-A,-p’ cos pt

1 . 1 2
B,=——m-q,=—m-A,-p”cos pt
2 12 q, 12 2P p

wartosci ekstremalne otrzymamy dla cos pr=1:

B, =500-(30-27)* -(=0,001054)=-18724,6 IN

B, =é-500-(30-2n)2 .(-0,000676)=-1000,48 Nm

Obwiednia momentéw dynamicznych:

Bo=1,000kNm {J
Po=18kN

tB1=1 8,724kN
\

\
\
\
\
\
\
\
\
\
=
oLl
o
o
—

kNm]
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2. Sformutowanie przez wspoétczynniki macierzy podatnosci.
a) drgania wlasne

Stopien swobody dynamicznej SSD = 2
Rdéwnanie ruchu:

Réwnania ruchu w zapisie

macierzowym:
{Q1=§11(_m&1.1 )+512(_Imé2) Kq+Mij=0 JK
4, =0 (_mél)+622(_lméz) q+K'Mg=0
q1+§llmé1+§121m&2 =0 q+DMq=0
q,+0,mq,+0,1,,4,=0 gdzie:
kll k12
Podstawiajac: K=
k21 k22
q; = A, cosat
q ? -1 511 512
q;,=—A,@" cosax D=K' =
521 522
otrzymujemy:

A, cosat—5,,mA, @ cosax—3,, %mAza)2 cosax=0
A, cosat—6, mA,@" cosat—5,, %mAza)2 cosart=0

A (1-8, me? )—A2§12 %mw2 =0

—-A S, m@’ +A2(1—§22 112mw2j=0

Nietrywialne rozwiazanie powyzszego ukladu réwnan istnieje dla:

aHEH

podstawiajac:
q=Acosat;

q=—Aw’cosax

, S5, mw* otrzymujemy:
1-6, mw ., A-DMA®’ =0
det Soma | (I-DMw*)A =0
_521ma)2 I_L - @ -
12

M. M
gdzie: J, :ZJ“Eil"dx

Obliczenie wspétczynnikéw macierzy podatnosci 0, :

]

rozwigzanie nietrywialne:
det(-DMo’)=0 = o,

¢1,o [-]
7%\/} 4.0 W 2,0 L
7 7 7
., 1(1 1,2 8
////// T 8 =—| —22-224—42.22 |=—
— 2T @m}] ”EI(Z 37 3]151
1,0 [-]
e <\ S, =;[;4,1,§,2+;2.2,1j=;;
4,0 2,0
+ * t 1(1, 2 10
[ S =— | —41-2142-1-1 |=——
1[@]9 2 EI[Z 3 ] 3EI
Stad:
8 r 14 me s 0
EI 3EI 12 D= —
ey L 0 mer [0 14 10| Er
pe—_ e— 303
3EI 3EI 12
2 m 0 L0
Podstawiajac: A="2 M= =g Lim
EI 0 I
m 12
1-84 —%z
det 14 5 =0
—24 122
3 18
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Roéwnanie charakterystyczne:
0,40741° -8,27781+1=0

Wartosci wtasne i czgstosci drgan wiasnych:

EI
= = | ME 4930724
m S

AEL_Gas,56™4
S

2,=0,1215

2,=201966 = =

m

Wyznaczone czgstosci drgan wlasnych sgq oczywiscie identyczne jak w p.1a).

Postacie drgan wilasnych sg réwniez takie same — z tym, ze w tym przypadku nie wyznaczymy kata obrotu nad

podpora (A3)

b) drgania wymuszone

Rozniczkowe réwnania ruchu:

{% 2511(_mél+P(t))+512 (_IméZ)
q,=0,, (_mél +P(t))+§22 (_IméZ)

{% +§llmél +5121mé2 =9,,P(t)
q, +§21m&1.1 +5221mé]'2 =3,,P(t)

Podstawiajac:
q; =A, cos pt
q;==A;p’ cos pt
otrzymujemy:

1
A, cos pt—8,,mA, p* cos pt—5,, EmAzp2 cos pt=4,, P, cos pt

A, cos pt—3,,mA, p* cos pt—3,, %mAzp2 cos pt=0,, P, cos pt
(1=8,mp° 2.8, mp’
AN=6,,mp~ |-A,6,, Emp =o,h

1
_141521Wll72 +A2(1_§22 lzmpzj=5zlpo

—-13,2122A,-0,69094, =0,0144
—-8,29054, +0,50654, =0,0084

Rozwiazaniem powyzszego uktadu réwnan sa amplitudy drgan wymuszonych:

A, =-0,001054m
A, =-0,000676rad

Roéwniez w tym przypadku mozemy wyznaczy¢ tylko amplitudy drgan
po kierunku przemieszczeh q; i q,, nie znamy warto$ci kata obrotu

nad podpora q3 .

Ekstremalne sity bezwladnosci dziatajace na uklad i obwiednia momentéw

dynamicznych jak wyzej.

Roéwnania ruchu w zapisie
macierzowym:
Kq+Mq=P /K"

q+K'Mg=K"'P
q+DMg=DP

K:|:kll klZ :|’

k21 k22

é‘ll 512:|
521 522

m 0
M:
5 )
q, 9
podstawiajac:

q=Acos pt
q=-Ap’cos pt

gdzie:

D:K':[

otrzymujemy:
A-DMAp’ =DP,

(I-DMp?)A=DP,

0
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