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1. Schemat konstrukcji 
 

 
2. Dyskusja  geometrycznej  niezmienności  układu  

Warunek konieczny 

𝑛 = 𝑤 − 3 ∙ 𝑡 
𝑛 = 12 − 3 ∙ 4 

𝑛 = 0 

t = 4    – liczba  tarcz 

w = 2 6 = 12    – liczba stopni swobody odbieranych przez więzy 

 
Warunek konieczny geometrycznej niezmienności jest spełniony. 

Warunek dostateczny 

a) tarcze AB i BC tworzą układ trójprzegubowy. Są połączone z podłożem dwiema podporami 
przegubowo-nieprzesuwnymi A i C, a ze sobą  przegubem B. Przeguby A, B, C nie leżą na 
jednej prostej, więc układ  tarcz AB-BC jest układem trójprzegubowym geometrycznie 
niezmiennym. Jeśli tarcze  AB, BC są geometrycznie niezmienne to możemy na nim 
opierać kolejne tarcze. 

b) tarcze DF i FE również tworzą układ trójprzegubowy. Tarcza DF połączona jest z 
geometrycznie niezmienną tarczą BC przegubem D, tarcza FE połączona jest z tarczą FD 
przegubem F i z podłożem przegubem E. Przeguby D, E i F nie leżą na jednej prostej, a 
więc jest to układ geometrycznie niezmienny. 

Cały układ jest więc geometrycznie niezmienny. 
 

3. Układ tarcz uwolniony od więzów 
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4. Zestawienie równań równowagi dla całego układu tarcz 
 
a) równania równowagi tarcz AB, BC jako całości (ABCAC) 
 

        ΣX = 0  HA – HC – HD + F1 cosφ = 0 
        ΣY = 0  RA + RC – RD – F1 sinφ = 0 
       ΣMA = 0  – 8 RC + 7 RD – 6 HD + 3 F1 cosφ + F1 sinφ = 0 
       ΣMC = 0 8 RA + 3 F1 cosφ – 7 F1 sinφ – RD – 6 HD = 0 
 

b) równania równowagi dla wyodrębnionych tarcz AB, BC (ABC) 
 

AB)   ΣX = 0  HA + HB + F1 cosφ = 0 
       ΣY = 0  RA + RB – F1 sinφ = 0 
       ΣMB = 0 5 RA – 6 HA  – 3 F1 cosφ – 4 F1 sinφ = 0 
 

BC)   ΣX = 0  – HC + HB – HD = 0 
         ΣY = 0  RC – RB – RD = 0 
         ΣMB = 0 – 3 RC + 6 HC + 2 RD  = 0 
 

c) równania  równowagi tarcz  DF, FE  jako całości (DFE  DE) 
 

        ΣX = 0  HD – HE = 0 
       ΣY = 0  RD – F2 + RE = 0 
 

d) równania  równowagi  wyodrębnionych tarcz  DF, FE (DFE) 
 

DF)   ΣX = 0  HD – HF = 0 
       ΣY = 0  RD + RF= 0 
        ΣMF = 0  3 RD  = 0 
 

FE)   ΣX = 0  HF – HE = 0 
       ΣY = 0  – F2 + RE – RF= 0 
        ΣMF = 0  3 HE – 2 RE = 0 
 
5. Obliczanie sił reakcji z układów równań  
 
Obliczenia rozpoczynam od układu trójprzegubowego DFE. Dzięki odpowiedniemu wyborowi 
punktów, względem których zapisano równania momentów, zostało osiągnięte rozprzężenie 
układu równań opisujących równowagę układu (otrzymałem równania z jedną niewiadomą). 
 
Dla tarczy DF: 

1) ΣMF = 0     3 RD  = 0  RD  = 0 kN 

2) ΣMD = 0         3 RF  = 0  RF  = 0 kN 
 
Dla tarczy EF: 

3) ΣME = 0                       2 RF +2 F2 – 3 HF = 0  
2•0 +2•12 – 3 HF = 0 

 


 
HF   = 8 kN 

4) ΣY = 0         RE – RF – F2= 0  
RE – 0 – 12= 0 

 


 
RE   = 12 kN 

5) ΣX = 0         HF – HE = 0  HE   = 8 kN 
 
Dla tarczy DF: 

6) ΣX = 0         HD – HF = 0  HD   = 8 kN 
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Sprawdzenie wyników (dla układu tarcz DFE). 
Podstawiam otrzymane wyniki do równania równowagi, z którego nie korzystałem przy 
wyznaczaniu reakcji:  
 

ΣMF = 0     (dla układu tarcz DFE) 

3 RD – 2 RE +3 HE = 0 
 

3•0 – 2•12 + 3•8 = 0 
0 = 0 

 
Przechodzę do układu tarcz ABC: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Dla układu tarcz ABC: 

1) ΣMA = 0 –8 RC + 7 RD – 6 HD + 3 F1 cosφ + F1 sinφ = 0 
–8 RC + 7•0 – 6•8 + 21,2132  + 7,0711 = 0 




 
RC = - 2,465 kN 

2) ΣMC = 0 8 RA + 3 F1 cosφ – 7 F1 sinφ – RD – 6 HD = 0 
8 RA + 21,2132 – 49,4975 – 0 – 6•8 = 0 




 
RA = 9,536kN 

 
Dla tarczy BC: 

3) ΣMB = 0  3 RC + 6 HC + 2 RD  = 0 
– 3•(–2,4645) + 6 HC + 2•0 = 0 

 


 
HC = - 1,232 kN 

4) ΣY = 0 RC – RB – RD = 0 
– 2,4645 – RB – 0 = 0 




 
RB = - 2,465 kN 

5) ΣX = 0 – HC + HB – HD = 0 
– (–1,2323) + HB – 8 = 0 




 
HB = 6,768 kN 

 
Dla układu tarcz ABC: 

6) ΣX = 0 HA – HC – HD + F1 cosφ = 0 
HA – (–1,2323) – 8 + 7,0711 = 0 




 
HA = - 0,3034 kN 

 
 
Sprawdzenie wyników (dla układu tarcz ABC).  
Podstawiam otrzymane wyniki do równania równowagi, z którego nie korzystałem przy 
wyznaczaniu reakcji: 
 

ΣMB = 0    (dla układu tarcz ABC)  

5 RA – 6 HA – 3 RC + 6 HC  + 2 RD – 3 F1cosφ – 4 F1sinφ = 0 
 

5•9,536 – 6•(–0,3034) – 3•(–2,465) + 6•(–1,232) + 2•0 – 21,21 – 28,28 = 0 
0,0134 ≈ 0 
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Sprawdzenie wyników (dla całego układu tarcz AC). 
 

ΣMD = 0 

7 RA – 6 HA – 3 F1 cosφ – 6 F1 sinφ + 6 HC – RC + 3 F2 – 5 RE + 3 HE = 0 
 
7•9,536–6•(–0,3034)–3•10•0,7071– 6•10•0,7071+ 6•(–1,232) – (– 2,465)+3•12– 5•12+3•8= 0 
0,00064 ≈ 0 

 
6.Zestawienie wyników:  
 

HA  = – 0,3034 kN 

RA  =   9,536 kN 

HB  =   6,768 kN 

RB  = – 2,465 kN 

HC  = – 1,232 kN 

RC = – 2,465 kN 

HD   = 8 kN 

RD  = 0 kN 

HE   = 8 kN 

RE   = 12 kN 

HF   = 8 kN 

RF  = 0 kN 
 
Wyniki ujemne wartości sił wskazują, że zwroty sił reakcji: HA, RB, HC, RC są przeciwne do 
założonych (pkt. 4). 
 
7. Zestawienie wyników 
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