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WYKONAŁA:  SARA DZIAMSKA 

WYDZIAŁ INŻYNIERII LĄDOWEJ I TRANSPORTU  

SEMESTR 3, ROK AKADEMICKI 2019/2020 

 

OBLICZANIE PRZEMIESZCZEŃ Z ZASTOSOWANIEM                                  

RÓWNANIA PRACY WIRTUALNEJ 

Dla ramy przedstawionej na schemacie: 

1. Przyjąć wstępnie przekroje prętów z profili dwuteowych (IN, IPE, HEB, HEA), tak, aby pod 

działaniem podanego obciążenia powstałe w prętach naprężenia normalne spełniały warunek  

б ≤ 200 MPa. Należy przyjąć ten sam profil do wszystkich prętów. 

2. Obliczyć przemieszczenia zaznaczone w tablicy. 

 

Przyczyna przemieszczenia 
Przemieszczenie 

poziome  
punktu P1 

Przemieszczenie 
pionowe   

punktu P2 

Przemieszczenie 
wypadkowe punktu 

P2 

Obrót przekroju 
w punkcie P2 

Obciążenie zewnętrzne (wpływ M) X X X X 

Zmiana temperatury  X  X 

Osiadanie podpór   X X 
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ANALIZA GEOMETRYCZNEJ NIEZMIENNOŚCI RAMY 

 

 

 

Warunek konieczny : 

n = w – 3∙t  

t = 2    

w = 2∙2 + 1∙2 = 6 

n = 6 – 3∙2 = 0 

WARUNEK KONIECZNY SPEŁNIONY 

 

Warunek dostateczny : 

Tarcze I i II  tworzą układ trójprzegubowy. Tarcza I podparta jest podporą ślizgową w punkcie A, 

można ją zastąpić dwoma równoległymi do siebie prętami pionowymi. Tarcza II połączona jest 

z tarczą I przegubem w punkcie B praz z podłożem dwoma prętami podporowymi, których kierunki 

przecinają się, tworząc przegub w punkcie C. Prosta przechodząca przez punkty B i C nie jest 

równoległa do prętów tworzących podporę ślizgową w punkcie A, a więc całość jest geometrycznie 

niezmienna. 

WARUNEK DOSTATECZNY SPEŁNIONY 
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REAKCJE I WYKRES MOMENTÓW OD ZADANEGO OBCIĄŻENIA SIŁAMI 

ZEWNĘTRZNYMI 

 

 

ZESTAWIENIE REAKCJI 
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WYKRES MOMENTÓW ZGINAJĄCYCH  [kNm] 

 

 

 2 

PROJEKTOWANIE PRZEKROJU 

б ≤ бdop,    бdop  = 200 MPa = 20 kN/cm2
 

𝜎 =  
ெ

௪ೣ
  

ெ

௪ೣ
≤ 𝜎ௗ௢௣   →   𝑤௫ ≥

ெ೘ೌೣ

ఙ೏೚೛
  

 𝑤௫ ≥
଺ଽସ଻଴,ସ

ଶ଴
   →    𝑤௫ ≥ 3473,52 cm3  

 

Przyjęto przekrój I 450HEB o wskaźniku wytrzymałości wx = 3550,0 cm3 

Dane przekroju: 

h = 45,0 cm 

bf  = 30,0 cm 

tw = 1,4 cm 

tf  = 2,6 cm 

A = 218 cm2 

 
Sztywność przekroju na zginanie: 

I = 79890 cm4 

EI = 205∙106∙79890∙10-8 = 163774,5 kNm2 

 

Zadana sztywność podpory sprężystej:  

k  = 9400 kN/m 
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OBLICZANIE PRZEMIESZCZEŃ 

 

PUNKT P1 – SKŁADOWA POZIOMA 

 

 

 

ZESTAWIENIE REAKCJI
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WYKRES MOMENTÓW WIRTUALNYCH [m]  

 

 

PRZEMIESZCZENIE POZIOME PUNKTU P1 OD SIŁ ZEWNĘTRZNYCH 
(Z POMINIĘCIEM WPŁYWU SIŁ NORMALNYCH I TNĄCYCH) 

 

𝒗𝑷𝟏 = ෍ න 𝑀ഥ ∙
𝑀

𝐸𝐼
௟ೕ

𝑑𝑥 + ෍ 𝑅ത ∙
𝑅

𝑘

௠

௜ୀଵ

௡

௝ୀଵ

 

𝒗𝑷𝟏 =
1

𝐸𝐼
∙ ቈ

2

3
∙

10 ∙ 2,6ଶ

8
∙ 3,28 ∙ ൬

1

2
∙ 12,97 −

1

2
∙ 8,47൰ +

1

2
∙ 694,7 ∙ 3,28 ∙ ൬−

2

3
∙ 12,97 −

1

3
∙ 8,47൰ +

+  
1

2
∙ 392,3 ∙ 3,28 ∙ ൬−

1

3
∙ 12,97 −

2

3
∙ 8,47൰ +  

2

3
∙

10 ∙ 2,6ଶ

8
∙ 3,28 ∙

∙ ൬− 
1

2
∙ 8,47 −  

1

2
∙ 1,37൰ +

1

2
∙ 392,3 ∙ 3,28 ∙ ൬−

2

3
∙ 8,47 −

1

3
∙ 1,37൰ +

1

2
∙ 22,54 ∙ 3,28 ∙

∙ ൬−
1

3
∙ 8,47 −

2

3
∙ 1,37൰ +

1

2
∙ 64,83 ∙ 2 ∙ ൬−

2

3
∙ 1,37൰ +

1

2
∙ 282,51 ∙ 3 ∙ ൬−

2

3
∙ 5,2൰ −  

1

2
∙

∙ 282,51 ∙ 3 ∙ 5,2 −
1

2
∙ 342,51 ∙ 3 ∙ 5,2 +

1

2
∙ 342,51 ∙ 5,2 ∙ ൬−

2

3
∙ 5,2൰ +  

1

2
∙ 32 ∙ 5,2 ∙

∙ ൬−
1

3
∙ 5,2൰൨ +  

(−74,17) ∙ 1,73

9400
 =  

−20403,04

163774,5
 = − 𝟎, 𝟏𝟑𝟖𝟐𝐦 = − 𝟏𝟑, 𝟖𝟐 𝐜𝐦 
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PUNKT P2 – SKŁADOWA PIONOWA 

 

ZESTAWIENIE REAKCJI  

 

 

WYKRES MOMENTÓW WIRTUALNYCH [m] 
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PRZEMIESZCZENIE PIONOWE PUNKTU P2 OD SIŁ ZEWNĘTRZNYCH  

(Z POMINIĘCIEM WPŁYWU SIŁ NORMALNYCH I TNĄCYCH) 

𝒗𝑷𝟐 = ෍ න 𝑀ഥ ∙
𝑀

𝐸𝐼
௟ೕ

𝑑𝑥 + ෍ 𝑅ത ∙
𝑅

𝑘

௠

௜ୀଵ

௡

௝ୀଵ

 

𝒗𝑷𝟐 =
1

𝐸𝐼
∙ ቈ

1

2
∙ 42,29 ∙ 4,6 ∙

2

3
∙ 4,6 + 

2

3
∙

10 ∙ 5,2ଶ

8
∙ 6,56 ∙ ൬− 

1

2
∙ 0,6 − 

1

2
∙ 4,6൰ +  

1

2
∙ 694,7 ∙ 6,56 ∙

∙ ൬− 
2

3
∙ 0,6 −

1

3
∙ 4,6൰ +  

1

2
∙ 22,54 ∙ 6,56 ∙ ൬− 

1

3
∙ 0,6 −

2

3
∙ 4,6൰൨ +

(−74,17) ∙ 0

9400
 =

=  
−4732,88

163774,5
 = −𝟎, 𝟎𝟐𝟖𝟗𝟎 𝐦 =  −𝟐, 𝟖𝟗 𝐜𝐦 

PUNKT P2 – SKŁADOWA POZIOMA 

ZESTAWIENIE REAKCJI  
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WYKRES MOMENTÓW WIRTUALNYCH [m] 

 

 

PRZEMIESZCZENIE POZIOME PUNKTU P2 OD SIŁ ZEWNĘTRZNYCH  
(Z POMINIĘCIEM WPŁYWU SIŁ NORMALNYCH I TNĄCYCH) 

𝒉𝑷𝟐 = ෍ න 𝑀ഥ ∙
𝑀

𝐸𝐼
௟ೕ

𝑑𝑥 + ෍ 𝑅ത ∙
𝑅

𝑘

௠

௜ୀଵ

௡

௝ୀଵ

 

𝒉𝑷𝟐 =  
ଵ

୉୍
∙ ቂ

ଶ

ଷ
  ∙

ଵ଴∙ହ,ଶమ

଼
∙ 6,56 ∙ (

ଵ

ଶ
∙ 10,38 +  

ଵ

ଶ
∙ 1,38)+ 

ଵ

ଶ
∙694,7∙6,56∙(

ଶ

ଷ
∙10,38 + 

ଵ

ଷ
∙1,38) +  

+ 
ଵ

ଶ
∙22,54∙6,56∙(

ଶ

ଷ
∙1,38 + 

ଵ

ଷ
∙10,38) +  

ଵ

ଶ
∙64,83∙2∙

ଶ

ଷ
∙1,38 + 

ଵ

ଶ
∙282,51∙3∙

ଶ

ଷ
∙5,2 +  

+ 
ଵ

ଶ
∙282,51∙3∙5,2 + 

ଵ

ଶ
∙342,51∙3∙5,2 + 

ଵ

ଶ
∙342,51∙5,2∙

ଶ

ଷ
∙5,2 + 

ଵ

ଶ
∙32∙5,2∙

ଵ

ଷ
∙5,2] + 

ି଻ସ,ଵ଻∙(ିଵ,଻ଷ)

ଽସ଴଴
 =  

= 
ଶ଺଻଻ହ,ଶଷ

ଵ଺ଷ଻଻ସ,ହ
 = 0,1635m = 16,35cm 

 

PRZEMIESZCZENIE WYPADKOWE PUNKTU P2 

Wartość:    wP2=ට𝑣௉ଶ
ଶ + ℎ௉ଶ

ଶ = ඥ(−2,89)ଶ + (16,35)ଶ = 16,60 cm 

Kierunek:    𝑡𝑔𝛼 =
ଶ,଼ଽ

ଵ଺,ଷହ
= 0,1768  →   𝛼 = 10,02° 

Zwrot – zaznaczony na rysunku: 
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PRZEMIESZCZENIE PUNKTU P2 POD OSIADANIA PODPÓR  

 

PUNKT P2 – SKŁADOWA PIONOWA 

 

ZESTAWIENIE REAKCJI  

 

  δ1 

δ2 

 

 

 

 

𝛿ଵ = 0,6 𝑐𝑚 = 0,008  𝑚 

𝛿ଶ = 3,0 𝑐𝑚 = 0,03 𝑚 

𝜑 = 2,3° = 0,04014 𝑟𝑎𝑑 

Zadane osiadania podpór: 
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PUNKT P2 – SKŁADOWA POZIOMA 

 

 

ZESTAWIENIE REAKCJI  

 

  

Przemieszczenie pionowe:  

𝒗𝑷𝟐 = − ∑ 𝑅ത ∙ 𝛥 = −(0,03 ∙ 1 + 0,008 ∙ 0 + 0,04014 ∙ 0,6) =  𝟎, 𝟎𝟓𝟒𝟎𝟖 𝐦 =  𝟓, 𝟒𝟎𝟖 𝐜𝐦   

Przemieszczenie poziome:  

𝒉𝑷𝟐 = − ∑ 𝑅ത ∙ 𝛥 =  (0,03 ∙ 1,73 − 0,008 ∙ 1 0,04014 ∙ 10,38) = 𝟎, 𝟑𝟕𝟐𝟖 𝐦 = 𝟑𝟕, 𝟐𝟖 𝐜𝐦    
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PRZEMIESZCZENIE WYPADKOWE PUNKTU P2 OD OSIADANIA PODPÓR 

 

Wartość:     𝒘𝑷𝟐 = ට𝑣௉ଶ
ଶ + ℎ௉ଶ

ଶ = ඥ(−5,408)ଶ + (37,28)ଶ = 𝟑𝟕, 𝟔𝟕 𝐜𝐦 

Kierunek:     𝑡𝑔𝛼 =
ହ,ସ଴଼

ଷ଻,ଶ଼
= 0,1451  →   𝛼 = 8,254°  

Zwrot – zaznaczony na rysunku: 

 

 

 

 

 

PRZEMIESZCZENIE PIONOWE PUNKTU P2 WYWOŁANE ZMIANĄ TEMPERATUR 

 

 ∆t t0 

BC 0°C -13°C 

AC 30°C 2°C 

CD 30°C 2°C 

DE 30°C 2°C 

 

  

5,408 cm 

37,28 cm 

37,67 cm 

tm  = 2°C 

h = 45 cm = 0,45 m 

𝛼௧   =  1,2 ∙ 10ିହ ଵ

°େ
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PUNKT P2 – SKŁADOWA PIONOWA 

 

 

ZESTAWIENIE REAKCJI  

 

 

WYKRES MOMENTÓW WIRTUALNYCH [m] 
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WYKRES SIŁ NORMALNYCH WIRTUALNYCH [-] 

 

𝒗𝑷𝟐 = ෍ ቌන α୲𝑁ഥ𝑡଴𝑑𝑥 +

୪ౠ

න α୲𝑀ഥ
∆𝑡

ℎ
𝑑𝑥

୪ౠ

ቍ

୬

୨ୀଵ

 

 

𝒗𝑷𝟐 =  1,2 ∙ 10ିହ ∙ (0,6098 ∙ 6,56 ∙ 2) + 1,2 ∙ 10ିହ ∙ ൤൬
1

2
∙ 4,6 ∙ 4,6 ∙

0

0,45
൰ +  ൬

1

2
∙ 0,6 ∙ 6,56 ∙

30

0,45
൰ +

+  ൬
1

2
∙ 4,6 ∙ 6,56 ∙

30

0,45
൰൨ = 𝟎, 𝟎𝟏𝟑𝟔𝟒 𝐦 =  𝟏, 𝟑𝟔𝟒 𝐜𝐦 

 

 

OBRÓT PRZEKROJU W PUNKCIE P2 OD OBCIĄŻENIA SIŁAMI ZEWNĘTRZNYMI
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ZESTAWIENIE REAKCJI 

 

 

WYKRES MOMENTÓW WIRTUALNYCH [-] 

 

 

𝝋𝑷𝟐 = ෍ න 𝑀ഥ ∙
𝑀

𝐸𝐼
௟ೕ

𝑑𝑥 + ෍ 𝑅ത ∙
𝑅

𝑘

௠

௜ୀଵ

௡

௝ୀଵ

 

𝝋𝑷𝟐 =  
ଵ

ாூ
∙  ቂ

ଵ

ଶ
∙ 42,29 ∙ 4,6 ∙ (−1)  +

ଶ

ଷ
∙

ଵ଴∙ହ,ଶమ

଼
∙ 6,56 ∙ 1 +  

ଵ

ଶ
∙ 694,7 ∙ 6,56 ∙ 1 +  

ଵ

ଶ
∙ 22,54 ∙ 6,56 ∙ 1ቃ +

(ି଻ସ,ଵ଻)∙଴

ଽସ଴଴
 =

ଶସ଴ଷ,ଵ

ଵ଺ଷ଻଻ସ,ହ
=  𝟎, 𝟎𝟎𝟏𝟒𝟔𝟕 𝐫𝐚𝐝   
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OBRÓT PRZEKROJU W PUNKCIE P2 WYWOŁANY ZMIANĄ TEMPERATUR

 

 ∆t t0 

BC 0°C -13°C 

AC 30°C 2°C 

CD 30°C 2°C 

DE 30°C 2°C 

 

ZESTAWIENIE REAKCJI 

 

tm  = 2°C 

h = 45 cm = 0,45 m 

𝛼௧   =  1,2 ∙ 10ିହ ଵ

°େ
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WYKRES MOMENTÓW WIRTUALNYCH [-] 

 

 

WYKRES SIŁ NORMALNYCH WIRTUALNYCH [-]

 

 

𝝋 𝑷𝟐 = ෍ ቌන α୲𝑁ഥ𝑡଴𝑑𝑥 +

୪ౠ

න α୲𝑀ഥ
∆𝑡

ℎ
𝑑𝑥

୪ౠ

ቍ

୬

୨ୀଵ

 

𝝋 𝑷𝟐 = 1,2 ∙ 10ିହ ∙ ቂቀ1 ∙ 4,5 ∙
଴

଴,ସହ
ቁ − ቀ1 ∙ 6,56 ∙

ଷ଴

଴,ସହ
ቁቃ = −𝟎, 𝟎𝟎𝟓𝟐𝟒𝟖 𝒓𝒂𝒅  

  



POLITECHNIKA POZNAŃSKA  
INSTYTUT KONSTRUKCJI BUDOWLANYCH 
ZAKŁAD MECHANIKI BUDOWLI 
 

18 
 

 

OBRÓT PRZEKROJU W PUNKCIE P2 OD OSIADANIA PODPÓR  

 

 

ZESTAWIENIE REAKCJI 

 

𝝋𝑷𝟐 = − ෍ 𝑅ത ∙ 𝛥 = −(0,03 ∙ 0 + 0,008 ∙ 0 − 0,04014 ∙ 1) = 𝟎, 𝟎𝟒𝟎𝟏𝟒 𝒓𝒂𝒅 

𝛿ଵ = 0,6 𝑐𝑚 = 0,008 𝑚 

𝛿ଶ = 3,0 𝑐𝑚 = 0,03 𝑚 

𝜑 = 2,3° = 0,04014 𝑟𝑎𝑑 

Zadane osiadania podpór: 

 

 


