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METODA PRZEMIESZCZEŃ – OBCIĄŻENIE ZEWNĘTRZNE  

SCHEMAT KONSTRUKCJI  

3 kNm

[m]
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20 kN
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6
1
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2 36

I2 I2
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Sprowadzenie układu wyjściowego do równoważnego układu zastępczego: 

3 kNm

15 kNm

6 32

6

10 kN5 kN
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STOPIEŃ GEOMETRYCZNEJ NIEWYZNACZALNOŚCI UKŁADU: 

∑ ∑ϕ+∆=SGN  

∑ =∆ 1 

∑ =ϕ 2  

321SGN =+=  
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UKŁAD PODSTAWOWY  

321

[m]

6

2 36

φ3φ2

I2 I2

I1I1

∆3

0 4

 

UKŁAD RÓWNAŃ KANONICZNYCH  









=+⋅+⋅+⋅
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0rzrzrzr
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P3333232131

P2323222121
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Niewiadome: 332 ,, ∆ϕϕ  

12 z=ϕ   

23 z=ϕ  

33 z=∆  

 

WSPÓŁCZYNNIK PORÓWNAWCZY SZTYWNOŚCI 

I1 - I220 )cm 3060I,cm 278.18W( 4
x

3
x ==  

I2 - I260 )cm 5740I,cm 441.54W( 4
x

3
x ==  

kN/m 627310306010205EI 86
1 =⋅⋅⋅= −  

kN/m 1176710574010205EI 86
2 =⋅⋅⋅= −  

 

Przyjęto współczynnik porównawczy sztywności 20 EIEI =    �  01 EI 0.5331EI =  
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ŁAŃCUCH KINEMATYCZNY: 
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ROZWIĄZANIE UKŁADU RÓWNAŃ KANONICZNYCH  
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WYZNACZENIE WARTOŚCI MOMENTÓW ZGINAJĄCYCH – METODA SUPERPOZYCJI: 
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WYZNACZENIE WARTOŚCI SIŁ NORMALNYCH: 

0.8944sin =α ;    0.4472cos =α  

3

T32=30.1717N32

T34 = 2.9710

N34

 
∑ = 0Y  

 0cos2.971030.1707-sinN- 34 =α⋅+α⋅  

kN 32.2464N 34 −=  

∑ = 0X  

 0cosNsin2.9710N 3432 =α⋅+α⋅+−  

kN -11.7637N32 =  

2

T21=42.2317

N21

T23=65.8293

T20=6.7637

N20

N2310

 
∑ = 0Y  

 065.8293-42.2317N20 =−−  

kN -108.0610N20 =  

∑ = 0X  

 0N6.7637N 2321 =++−  

kN 5.00N21 =  

 

N12=5,00

T12=22.2317

R1

5 kN

 
kN 22.2317R1 −=  

0

N02=108.0610

T02=6.7637

H0

R0

 
kN 108.0610R0 =  

kN 6.7637H0 =  

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
∑ = 0Y  

 0ins32.2464-cos2.9710-R4 =α⋅α⋅  

kN 30.1707R4 =  

∑ = 0X  

 0cos32.2464sin2.9710H4 =α⋅+α⋅−−  

kN  11.7637H4 =

 
WYZNACZENIE maxM  

 
 
 
 
 

∑ = 0Y     

0x1665.8293 =⋅−    ⇒    45.3761mx =  

2

x
16-x65.829390.0456M

2

max ⋅⋅+−=  

kNm 45.3761Mmax =  

4

T34 = 2.9710

N43=32.2464

H4

R4

x

MMAX

16 kN/m

T23=65.8293 kN

M23=90.0456 kNm



Politechnika Poznańska  →  Instytut Konstrukcji Budowlanych  →  Zakład Mechaniki Budowli 2004/2005  
 

www.ikb.poznan.pl/anita.kaczor wykonał Damian Sierocki  
 

13

 

n

P
[kN]

n

P
[kN]

[kNm]

P

n
N

T
n

P

P

n
M

11.7637

+
-

-
-

+

-

-
-

-

+

42.2317

2.9710

32.2464

32.2464

108.0610

108.0610

11.7637

5,005,00

10,00

6.7637

6.7637

2.9710

30.1707

65.8293

10,00

42.2317

22.2317

15,00

40.5821 19.9301
16.9301

45.3761

90.0456

64.4634

22.2317

R1=22.2317

H4=11.7637

R4=30.1707

H0=6.7637

R0=108.0610

R0=108.0610

H0=6.7637

R4=30.1707

H4=11.7637

R1=22.2317

R1=22.2317

H4=11.7637

R4=30.1707

H0=6.7637

R0=108.0610



Politechnika Poznańska  →  Instytut Konstrukcji Budowlanych  →  Zakład Mechaniki Budowli 2004/2005  
 

www.ikb.poznan.pl/anita.kaczor wykonał Damian Sierocki  
 

14

KONTROLA STATYCZNA 

1
,5

R1=22.2317

R4=30.1707 kN

H4=11.7637 kNH0=6.76368 kN

R0=108.0610 kN

6 32

6

[m]

1

2 3

0 4

10 kN

20 kN

5 kN

3 kNm

16 kN/m

I2

I1

I2

I1

 

∑ = 0X              011.7637-6.7637105 =++−    ⇒    00 =  

∑ = 0X              030.1707616-108.06102022.2317 =+⋅+−−    ⇒    00 =  

∑ = 0M0            0930.1707-336167,510120222.231765 =⋅+⋅⋅+⋅+⋅−⋅−⋅−    ⇒    00 =  
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RÓWNANIE RÓŻNICZKOWE LINII UGIĘCIA  
Równanie różniczkowe linii ugięcia dla pręta 2-3, q(x) = 16 kN/m 
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0 =  

)x(T
dx

yd
EI

3

3

0 −=  ⇒  Cx16
dx

yd
EI

3

3

0 +=  

)x(M
dx

yd
EI

2

2

0 −=  ⇒  DCxx
2

16

dx

yd
EI 2

2

2

0 ++=  

)x(
dx

dy
EI0 ϕ=      ⇒  EDxCx

2

1
x

32

16

dx

dy
EI 23

0 +++
⋅

=  

)x(wyEI0 =         ⇒ FExDx
2

1
Cx

32

1
x

432

16
yEI 234

0 +++
⋅

+
⋅⋅

=  

Warunki brzegowe: 

1. 0x =   12 z=ϕ    
0

1
EI

37.9757
z =  

2. 0x =   0y2 =     

3. 0x =   23 z=ϕ    
0

2
EI

-30.6778
z =  

4. 0x =   6y 233 ⋅Ψ=     

12

z3
23 −=Ψ  ⇒  

0
23

EI

-57.1368
=Ψ  

6
EI

-57.1368
y

0
3 ⋅=  ⇒

0
3

EI

-342.8206
y =  

 

E0D0C
2

1
0

32

16
37.9757 23 +⋅+⋅+⋅

⋅
=              ⇒    37.9757E =  

F0E0D
2

1
0C

32

1
0

432

16
0 234 +⋅+⋅+⋅

⋅
+

⋅⋅
=     ⇒    0F =  

37.9757D6C6
2

1
6

32

16
30.6778- 23 +⋅+⋅⋅+

⋅
=   ⇒  -644.6534D6C18 =+  

0637.9757D6
2

1
C6

32

1
6

432

16
342.8206- 234 +⋅+⋅+⋅⋅

⋅
+⋅

⋅⋅
=    ⇒  -749.0333D18C36 =+  

 
-644.6534D6C18 =+     ⇒    -65.8293C =  

-749.0333D18C36 =+   ⇒    90.04559D =  

 

kNm 90.045690.045590-65.82930
2

16
)0(M 2 −=








+⋅+⋅−=

- rozciągane włókna górne  

kNm 16.930190.04559665.8293-6
2

16
)6(M 2 =








+⋅⋅−=

- rozciągane włókna dolne  

 
Znakowanie wg zasady metody przemieszczeń  

kNm -90.0456M23 =  - rozciągane włókna górne 

kNm -16.9301M32 =  - rozciągane włókna dolne
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( ) kN 65.829365.8293-016)0(T =⋅−=  

( ) kN -30.1707265.8293-616)6(T =⋅−=  

kN 65.8293T23 =  

kN -30.1707T32 =

 
 
 
SPRAWDZENIE NAPRĘŻEŃ NORMALNYCH WYWOŁANYCH MOMENTEM ZGINAJĄCYM  
 

dopmax σ≤σ
 

MPa205
W

M
dop

max
max =σ≤=σ  

 

Pręty grupy 1 I220 )cm 3060I,cm 278.18W( 4
x

3
x ==  

kNm 40.5821Mmax =  

2
max kN/cm 14.5884

278.18

4058.21
==σ  

2
dop

2
max cm/kN5,20kN/cm 14.5884 =σ≤=σ  

Pręty grupy 2 I260 )cm 5740I,cm 441.54W( 4
x

3
x ==  

kNm 90.0456Mmax =  

2
max kN/cm 20.3935

441.54

9004.56
==σ  

2
dop

2
max cm/kN5,20cm20.3935kN/ =σ≤=σ  

 


