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Schemat:

w m1 m2 m3
N

Dane:
my = 200kg
m, = 300kg
ms = 450kg

amplituda sity wymuszajacej: Py = 255kN = 25500N
czestotliwo$é sity wymuszajacej: p = 12Hz = 12-2l1 = 75,398%
przekrdéj pretdw :I300
I = 9800cm*
EI = 20090kNm? = 20090000Nm?
Przyjeto:
m = 100kg
my = 200kg = 2m
m, = 300kg = 3m
ms = 450kg = 4,5m

1) Czestosci i postacie drgan witasnych

\ M- ms: Ms
N\ — — = e
oF dz2\ Qs
| 3.0 L 20 | 3,5 1 1.0}
By =—-my -,
By = —m; - q;
B3 = —m3- Q3
\ m1. mz. ms.
B B . Bs
| 3.0 L 20 | 3,5 11,0
SSD=3
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Rbézniczkowe rdédwnania ruchu:

g1 =811 By +812-B; + 613 B3 q; = 4A; * cos wt
gz = 831 "By + 855 By + 8,3 B; 4; = —A4; - w? - coswt
g3 = 831 "By + 835 - By + 833 B3

A;-cosot =8, (2m-A; - w® - coswt) + 815 (B3m - Ay - w® - coswt) + 8,5 - (4,5m - A3 - w* - cos wt)
A, - cosot = 8y, - (2m- Ay - @® - coswt) + 8y - (3m - Ay - w® - coswt) + Sy - (4,5m - Ay - w* - cos wt)
Ay coswt = 831 - (2m- A} - w® - coswt) + 35 - (B3m- A, - w® - cos wt) + 833 - (4,5m - A5 - w? - cos wt)

g

A]_ = 811 " (Zm 'Al " wz) + 612 " (3711 ' AZ ' (1)2) + 613 " (4‘,5m " A3 " 0)2) Ml . Mk
Ay =68y - (2m-A; - @?) + 85 - Bm- Ay - 0?) + 8,53 - (4,5m - Az - w?) 8ik=2f El dx
A3 = 631 " (Zm " A1 " 0)2) + 532 * (3m ' Az ' (A)z) + 533 * (4,5m : A3 : wz)
L mw? .
Podstawiajac —/—= A otrzymujemy:
Al'(ly_all'zl)_AZ'5[12'3}._143'61,3'4,52.:0 SILkZZfMl.Mkdx
_A1'621'2).+A2'(1_622'31)_143'623'4’,52.:0

—Ay 83 24— Ay 83534+ Az (1= 853-451) =0

Obliczenie wspdiczynnikow &'y :
* Sita jednostkowa po kierunku q; = M]'- metoda sit:

™

4
L 3.0 L 20 | 3.5 1 1.0
811X1 +61p =0
J 40 /
. 4|5 - ™,
5 X1=1 |"'/ |
| 3.0 L 20 35 11,0 '

[
=
1—

6.5 |
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MMy , 6859
611:fTodx_E1 ( 19,5:95¢ 95) 24E1
1 5
8ip = [ ML dx =$-(—%-3-3-@-9,5+§-6,5)) =-
Xy = =g = 2 2 = 0,1338kN
1
- Q-.J__._?_EEE} TN
—_ ] — -----"'-:f. - 1 63_‘-34_5 - ﬂlﬁ I."\M1 /
17289 A 08go7 08021 A S
0,8662 0,1338
1 3.0 ;20 | 20 | 25 |

Sita jednostkowa po kierunku g, = M}- metoda sit:

AN
1
I 3.0 L 20 | 3.5 1 1.0
611X1 + 511_) = 0
5.0
1 B
Ve ) /a Ao
:' o : |
NN N
5,0 . —
FiA
|1
| 50 ] 4.5 |
— (MM, _ 6859
811 = J EL 24EI
MM 1 1 2 1 1175
81p = [ g =E'(‘5'5'5'("9'5+§'4'5)) = _ur
_ _Sip _ 1175 24EI
X, = 5.,  12EI 6859 = 0,3426kN
1
. 1,7453 —
4 — | Snoan
I T s : M |
A = - 1 2

l 5,0 L 20 | 2.5 1
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* Sita jednostkowa po kierunku g; = MY- metoda sit:

e

N

1V
| 3.0 L 20 | 3.5 1 1.0
611X1 + 61p =0
B_.S
: T 1 .
o T m w0
|' Ay ( -|
I.\_ ,\I n /JlI
85 —
TN
1
L 85 L 1.0
— (MM 6859
=] EI Od 24EI
1 5
8ip = [HME gy — L. (—% 8,585 (2-95+1- 1,0)) = L
— _Oip _ 1445 24E1 _
X1 = 511 6EI 6859 0,8427kN
0,4944 \L1
0,4944 \ 02922 0,6068 5 5257
0,1573 ' T
0,8427
I 5,0 L 20 15 10,

Wykresy momentdéw zginajacych od sit po kierunkach g,

d; 1 as
w uktadzie statycznie wyznaczalnym:
30 1
\{ T ‘n O
e W 'I. \II
\I = M'IJ.-
S 5.0
L 3.0 L 6.5 L [ 1
'--.___.E,D l/r'- - '-n\
o
85 Q [ Z M2 )
T—_ 55 ) S
35 1 .
[ T ,-KMD\. | 30 | 20 45 |
N =\
R
| 3.0 L 20 ) 3.5 1 1.0}
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3,8822
EI

6= MM gy = Lo[13.3. (21,7289 - 1. 0,8697)| =

o
<
No
U

N
| =

8,1204
EI

11,7453 — 1.1 5417)]

1,7593

n,ns0 [1
83 =" Bax=2.[1.85-85- ( 10,4944 — 1 08427)] =

n 0] 1 '1
Sip = [ dx == | 5-3-(
1.2.2. ( +0,8697 + < 06021)]

winN

11,7289 — L. 0,8697) +1.2.3. (1- 1,7289 — 2. 0,8697) _
3 2 3 3
4,8988

o]
)
N

oMMy 1 [1 o, (2. _l. 1, .3 (L. _2,
Si3= M Edx==[2-3-85- (21,7289 —1-0,8697) +3-55-3 - (51,7289 - 2
1,5265
ElI

0,8697)—— 5,555 (g 0,8697 + 3 01338)]

2,9072
EI

523=f 2 dix ==-[3-5-5-(2- 04944 —3-0,2922)| =

Ay - (1—7,76441) — A, - 14,6964 — A3 * 6,86931 = 0
—A;+9,79761 + A, - (1 — 24,36121) — A3 - 13,08241 = 0
—A; -3,05301 — A, - 8,72164 — A3 - (1 — 7,91691) = 0

Otrzymany uklad ma posta¢ uogdlnionego problemu wtasnego.

Jest to uktad réwnan jednorodnych, ktdéry posiada niezerowe
rozwigzanie gdy jego wyznacznik giéwny jest rdédwny 0.

1—-776442  —14,69641 —6,86931
det| —9,79764 1—2436124 —13,08244
—3,05304 —8,72161 1—791691
Ukiad rozwigzano korzystajac z programu do rozwigzywania

uogbdlnionego problemu wtasnego. Otrzymano nastepujace wyniki:

p

A" EI 0,028153 20090000 rad

A, =0,028153 = w, = = =7521—
m 100

A, - El 0,293216 20090000 rad

14, =0,293216 = w, = = = 242,71 —
m 100

A - EI 0,899449 - 20090000 rad

13 =0,899449 = w, = = = 425,09 —

L m 100 S
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Postacie drgan wiasnych:

Dla poszczegdbdlnych wartosci witasnych, otrzymano odpowiednie wektory

wlasne:

1. Dla A4 =0,028153 2. Dla 4, =0,293216 3. Dla A3 = 0,899449
A;=0,624789 A,=0,972281 A,=1,0
A,=1,0 A,=0,207980 A,=-0,605989
As=0, 385065 As=-1,06122 As=0,328020

I posta¢ drgan wtasnych

__-'““-;H._________ /J,/";/Tl
~1 A

™

!1.'1=D,624$_§"""‘-—r—————-“" As=-0,38507
Ax=1,

IT posta¢ drgan wiasnych

As=-1,06122

-

.
-

-
-

__H\___Lf /ﬂﬁg ,éﬂx?gﬁ 1.‘ p ",-:;f 7

-

1=0,97228 - -

L LS

ITTI posta¢ drgan wiasnych

- Az= -0,60599

- ,

\I \J/\\ﬂkﬁ Fr#___.__"’ \_L//\7£77
A3=0,32802

”||=1 0
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Sprawdzenie ortogonalnos$ci postaci drgan wiasnych:
I-T7T:

AL-Almy + AL A my + AL - AY - mg = 0,624789-0,972281 - 200 + 1,0 - 0,207980 -
300 + 0,385065 - (—1,06122) - 450 = 0,0006 = 0

IT-IIT:

A Aoy + A AT my + AT - AV T -mg =0,972281 1,0 - 200 + 0,207980 -
(—0,605989) - 300 + (—1,06122) - 0,328020 - 450 = 0,0005 = 0

I-TIT:

A AT my + AL AT my + AL - AT - mg = 0,624789 1,0 - 200 + 1,0 - (—0,605989) -
300 + 0,385065 - 0,328020 - 450 = 0,0002 = 0

2. Amplitudy drgan wymuszonych

Py = 25,5kN = 25500N

rad

m3 p = 12Hz = 75,398T
Vi P(t) = Py sinpt
@ T q; = 4A; - sinpt

777 G = —A;-p* - sinpt

q1 =011° By + 812 By + 813" B3 + 814 P(D)
gz = 031" B1 + 82, "By + 823 B3 + 654 P(D)
g3 = 831 By + 83, ° By + 833 B3 + 834, P(D)

Ay -sinpt =8, - (2m- A, - p* - sinpt) + 81, - (3m - A, - p* - sinpt) + 813 - (4,5m - A; - p* - sinpt) + 814 - P, sinpt
A, -sinpt = 85, - (2m - Ay - p* - sinpt) + 85, - (3m - A, - p* - sinpt) + 8,3 - (4,5m - A; - p* - sinpt) + 8,4 - P, sinpt
Az -sinpt = 83, - (2m -+ A, - p? - sinpt) + 83, - (3m - A, - p? - sinpt) + 833 (4,5m - A3 - p? - sinpt) + 834 * P, sin pt

Ay =681 -(2m-A;-p?) + 61, Bm- Ay p*) 4+ 813+ (4.5m - A5 - p?) + 814 - P,
Ay =68y - (2m- Ay - p?) + 855 Bm - Ay - p*) 4 83+ (4.5m - A3 - p?) + 8,54 - P,
A3 =831 (2m Ay p®) + 83, Bm- Ay - p?) + 833+ (45m - A3 - p®) + 834 P,

Ay - (1 =68y 2m-p*) — Ay 815 3m p? — A3 815 45m-p* =8y, P,
_A1'621'2m'p2+142'(1_622'3m'p2)_A3'623'4,5m'p2:624'P0
—A1'631'2m'p2—A2'532'3m'p2+A3'(1—533'4,5m'p2)=534'P0
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Obliczenie wspdiczynnikdw 6814, Oy4 1 O34:
— 40
7,0 e 1 a
P 2.0 oN
| B\ My,
A N4
1
L 3.0 L 20 | 20 2.5 L
n.ps0
814 = [ dx = [ 3-(2-1,7289 -2 08697) +5-3-4- (51,7289 - 2-0,8697) -
1 3,5070
2 4-4-(2-08697 +3- 03345)]
n.ns0
Spa=["tdx ==-[2-5-7- (31,7453 —3-1,5417) +1-5-2- (51,7453 — 2- 1,5417) —
1 6,5118
2.2 (215417 45 18565)]
n.ns0
S3a =[x = —-[5-7-7-(3- 04944 —3-0,6068)] = >
(4 (1 38822 200 - 75 3982) 8 300 - 75,3982 — A 1,5265 450 - 75 3982—3’5070
! EI ’ ’ 3 EI ’ T El
4,8988 , 8,1204 , 2,9072 , 65118
Ay 20075398 +A2-(1— -300-75,398>—A3- 450+ 75,398" =
1,5265 1,7593

)

, 2,9072 ) , ,
Ayr———"200-75398" — A, - +300 - 75,3987 + Aj - (1 - - 450 - 75,398 ) =

0,7803-4; —0,4159- 4, — 0,1944 - A; = 0,004451
-0,2722-A4, +0,3107 -4, — 0,3702 - A; = 0,008265
—0,0864-4, —0,2468- A4, + 0,7760 - A3 = 0,003960

A, = —1,023266m
A, = —1,636530m
As = —0,629306m

Otrzymane wyniki $Swiadczg o tym, zZe znajdujemy sie w strefie
rezonansowej, poniewaz czestos¢ kotowa drgan wtasnych
P = 75,398rad/s jest zblizona do czestos$ci kolowej drgan wymuszonych

o, = 75,21rad/s. Tak zaprojektowana konstrukcja ulegnie zniszczeniu.

Obliczenie amplitud si} bezwladnosci:

B; =-m;-q;
B, =—-m;§; = —my-(=A; - p?-sinpt) =my - A, - p?-sinpt = 200 (—1,023266) - 75,398
= —1163424 sinpt
B, = —m, - {, = —m, - (—A, - p?-sinpt) = m, - A, - p? - sinpt = 300 (—1,636530 ) - 75,398
= —2791032 sinpt
By = —mgy - {3 = —my - (—A3 ' p? - sinpt) = my - A3 - p? * sinpt = 450 - (—0,629307 ) - 75,398

= —1609884 sin pt
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B, = —1163,42kN
sinpt=1= B, = —2791,03kN
B; = —1609,88kN
Sity dziatajace na uktad (maksymalne - dla sin(pt)=1):
} 25,5kN
ﬁ W ?
N N
1163,42kN 2791,03kN 1609,88kN
I 3.0 L 30 4 30 | 15 110
Rozwigzanie ukladu- metoda sit
9,5
P
| “
1,0 /
1V 6.5 Xi=1] /)
M)
9.5
| 3.0 L 20 3,5 10,
30950,89
—4
TN
I
\. —
e N —
52_8_3 55 2414, 82
- — I'/ME;\|
~714334,4
' Y
7
30950,89
1M 5
s = et =2
61P=fM1MPd —-[5-30950,89-3-(2-9,5+5-65) +3-143344-3 - (3-65+3-95) + -
143344-2-(2-65+5-45)+-5583,58-2- (- 45+2-65)+-2-5583,58- (— 45 +3-
25)+3-2414,82-2- (— 2,5 +1-4,5)+1-2414,82-1,5 (Z-25+3 1)] 70120456
2 3 3 2 EI
Xy = - = TR B — —2452,92kN
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?545,15§Nm 25 5KN
|/__
NG N
2452 92kN
3U85,91kNV 1163,42kN 2791,03kN  1609,88kN

I 3.0 L 20 4 20 | 15 10,

Obwiednia momenté4w dynamicznych:

~ 2454,56

SERN 150958‘ A ase0 Ay
\\: = I [ | |- Md

o

m.%“'*nh | J:L% \_/

[kNm]

Moment statyczny:

w m m. ms
ey

1,962kN 2 943kN 4,415kN

i 3.0 ;20 3.5 110
58,1285 o
30,1685 '\M Ip)
e 15,4525 _
\__;?\_
58,1285 M
9,32

Ok +1\§1§)v1= 0 6859

81 = [ 2dx ===

1=/ El 24E]
My-M3 1

1 2 1 1 2 1 1
Sip=["dx =—-[5-581285-3-(3-9,5+5:65) +3-30,1685-3- (3-65+3-95) + -

30,1685 - 2 - (§ 6,5+ g : 4,5) n % 15,4525 - 2 - (§ 45 + g 6,5) n % 15,4525 3,5 -

2 1 1426,49
(5'4’54—5'1’0)]__ El
X, = — 2 142049 241 _ 4 991kN

511 EI 6859
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Wykres momentdéw od obciazenia statycznego
(pominieto ciezZar wtasny konstrukcji)

10,714

i v,
kN 2,273 '“'“'E-J————— —Vn‘gﬂ

/]

4,991kN
4,329kN

Sprawdzenie naprezen normalnych w przekroju:

1,2-Mg +5-My; =1,2-10,714 + 5-7648,15 = 38263,61kNm

Mgy =

Mpmax 3825361

kN
W - 3 = 5858, 13 = 58581,3MPa > 215MPa

Naprezenia w przekroju w znacznym stopniu przekraczajg naprezenia
dopuszczalne, Jjest to efektem wystapienia zjawiska rezonansu.
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